Probabilidad condicional

Generalmente hablando, la probabilidad condicional de un evento A dado otro evento B, denotada
P(A|B) eslaprobabilidad de que el evento A ocurra cuando sabemos que € evento B ocurrio. Estaesla
razon por la cual se llama condicional a esta probabilidad. La probabilidad de que €l evento A ocurra
est& condicionada por la ocurrencia de B. Este informacion adicional sobre A seincluye en e computo
de su probabilidad condiciona cuando analizamos |os resultados posibles que se pueden observar
cuando sabemos que B ha ocurrido.

Probabilidad condicional como la razén de dos areas

En algun punto de nuestras vidas, hemos jugado tirando dardos a un
tablero. Supongamos que tenemos un tablero como €l de a ladoy
tiramos un dardo. Usualmente, mientras mas cerca del centro aterrice el
dardo mas puntos anotamos. Si sabemos que e dardo aterrizé en A,
¢cuan probable es que haya aterrizado en B?

Por ssimplicidad, supondremos que tenemos muy buena punteriay que €l
dardo siempre cae en € tablero S. Esto significa que la probabilidad de

gue € dardo aterrice en €l tablero es 1. Suponemos ademés, que S, A, B,
C serefieren alos discos completos y no tan solo alafranja. Asi Sesun

disco que contiene al disco A, € que asu vez incluye el disco B. Este )
dltimo incluye d disco C. Figura 1. Tablero de dardos
Podemos relacionar la probabilidad de que un dardo aterrice en cualquier region directamente a areade
laregion. Les asignaremos probabilidades alas varias regiones en la tabla tomando larazon del éreade
laregion al érea ddl tablero. Esta asignacion es razonable, ya que mientras més grande es la region, mas
probable debe ser que & dardo aterrice alli. Estamos considerando €l &rea del tablero S como una unidad
contrala cual comparar las otras areas, ademds, s comparamos €l area de S consigo misma obtendremos
unarazén de 1, por esto es razonable decir que € areade S esigual a su probabilidad, 1. Con esta
suposicion, €l drea de cada disco esigual ala probabilidad de que € dardo caiga en € disco.

Denotaremos €l evento que el dardo aterriceen laregion S, A, B o C por € nombre de la region.
Supongamos que larazdn del readeregion A aSes1/2, delaregionBaSes1/10y delaregionCaS
es 1/60. Segun la asignacion de probabilidad que hicimos, tenemos que P(A ) = 1/2, P (B ) = 1/10,
P(C)=1U60yP(S)=1

Ahora hacemos € siguiente experimento: igual que con el juego de colocar lacolaa burro, nos
vendamos los 0jos y lanzamos el dardo. Un juez nos dice que aterrizd en laregion A. Entonces
preguntamos ¢cud es la probabilidad de que haya aterrizado en B? Si no hacemos uso del hecho de que
el dardo aterriz6 en A, contestaremos la probabilidad buscada es 1/10. Pero sabemos que €l dardo
aterrizd en A, que B esta contenido totalmente en A y que € &rea de B es una quinta parte del &reade A,
entonces la respuesta correcta es 1/5, estableciendo que P(B|A) = (1/10), (1/2) = 1/5.

Esta expresion se justifica con e siguiente argumento. Como sabemos que € dardo ha aterrizado en A,

el &reade A ahorallega a ser una nueva unidad contrala cual medir otras areas, esto explica el
denominador. El numerador corresponde a area en comin de las regiones A y B. Dado e hecho que €l
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dardo aterriz6 en A, la tnica manera en que e dardo puede aterrizar también en laregion B es que haya
aterrizado en ambas regiones. Ahoralaregion B esta contenidaen laregion A, por lo cual ACB=By
P(ACB) = P(B).

Pregunta
¢,Cudl es la probabilidad que el dardo haya aterrizado en A si sabemos que aterriz6 en B?

Como sabemos que B esta contenido totalmente en A, vemos que si €l dardo aterriza en B entonces tiene
gue haber aterrizado en A. Siguiendo este razonamiento tenemos:

P (A|B)= (dreade A también en B)/ (a&reade B)= (&reade B)/ (&reade B)= 1.

Pregunta
Si el dardo aterrizo fuera de B, ¢cudl es la probabilidad que haya aterrizado en C?

Un tablero general de dardos

El tablero de la derecha nos presenta una situacion mas general. En este
caso ningunaregion (excepto S) contiene totalmente cualquier otra
region, pero los argumentos todavia son validos. Supongamos que las
areasde S, A, B y C son como antes. Supongamos ahora que el areaen
lainterseccion de lasregiones A 'y B es 1/ 30. Todavia podemos
preguntar las mismas preguntas.

Paracalcular P (B|A) debemos darnos cuenta de que B tiene un pedazo
peguefio en comun con laregion A. Este pedazo tiene &reaigua a 1/ 30.
Si sabemos que € dardo aterrizé en A, para que haya caido en B, debe
haber aterrizado en esta pequefia region en coman. Laregion A es
nuestra unidad de comparacion. Comparamos €l &rea en lainterseccion
de A'y B con €l areade A para obtener nuestra contestacion. Asi P Figura 2. Tablero general
(BJA) esigual alaproporcion de dardos

(1/ 30), ( 1/2)= 1/ 15. Este resultado se puede interpretar como el

numero de veces que laregion en comun entre A y B cabe en laregion

A.

Larespuestaa P (A|B) no estan f&cil de hallar como antes. Sabemos ahora que el dardo aterrizaen la
region B. Debemos hallar la proporcién del &reade lainterseccion de A y B d &eade B. Ahorala
region B es nuestraunidad y asi P (A|B) es igua a (1/30) , (1/10)= 1/3.

Un gercicio facil de resolver eshallar P (A|C). Como A y C son disyuntos, si € dardo aterrizé en C

sabemos que es imposible que haya aterrizado también en A, por esta razon la probabilidad buscada
debe ser cero.
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Una representacion relacionada
Otraforma de representar la probabilidad condicional se puede ver en e siguiente gjemplo.
Supongamos que tomamos una muestra al azar de 100 estudiantes y obtenemos los siguientes resultados:

15 mujeres reciben ayuda econémicay trabajan

45 muijeres reciben ayuda econémica

20 mujeres trabgjan

55 de los estudiantes son mujeres

25 estudiantes reciben ayuda econdmicay trabajan
60 estudiantes reciben ayuda econdémica

40 estudiantes trabajan

Se puede traducir estos datos en proporciones o
porcentajes y representar en un diagrama de Venn
tal como aladerecha. El conjunto W representa
todas las mujeres en lamuestra, F el conjunto

representa | os estudiantes que reciben ayuda
econémicay J e conjunto de estudiantes en la
muestra que trabajan.

Figura 3. Diagrama de Venn representando el
resultado de una encuesta a 100 estudiantes

Nos proponemos seleccionar a azar una persona de estos 100 estudiantes en lamuestra. Entonces
podemos hablar acerca de la probabilidad que la persona seleccionada es una mujer, por gemplo. Sin
temor a confundirnos, usaremos los nombres F, Jy W para denotar € evento que la persona

sel eccionada recibe ayuda econdmica, trabaja 0 es una mujer, respectivamente.

Entonces P (W)= .30 + .05 + .05 + .15 = .55, por ggemplo. De este diagrama de Venn podemos contestar
répidamente muchas preguntas que a primera vista parecen ser muy complicados, tal como, ¢qué
proporcién de estudiantes son mujeres que no trabagjan y reciben ayuda econdmica? Esta pregunta es
equivalente aencontrar P(W 'y Fy noJ). Lasolucion, .30 se encuentraen lainterseccion de los tres
conjuntos W, no J, F.

La probabilidad condicional se ve en situaciones donde queremos saber, por g emplo, qué proporcién de
estudiantes que trabajan son mujeres. Esto es equivalente aencontrar P (W | J). La proporcion de
estudiantes gue trabajan es .40, la proporcién de mujeres que trabajan es .20. De esta manerala
proporcién de mujeres de entre todos los estudiantes que trabajan, es .20/ .40= .50, es decir, lamitad de
los estudiantes que trabgjan son mujeres. Igua alasideas desarrolladas previamente podemos escribir
lasoluciéon como P (W |J) =P (W y J/ P (J) =.20/ .40 = .50.

El diagrama de Venn que representa | os resultados obtenidos en la encuesta parece también un tablero

de dardos. La probabilidad de que € dardo caiga en cualquiera de esas regiones esta dada por la
proporcién de estudiantes representados en esa region.
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Probabilidad condicional y el conteo de resultados
L anzamos dos dados balanceados, uno rojo y el otro verde. El espacio muestral de este experimento
consta de 36 pares ordenados tal como en |la tabla mas abajo.

Dgemos que Ry G denoten €l valor observado en la caradel dado rojoy en el dado verde,
respectivamente y X la suma de los valores observados, es decir, X = R + G. Si suponemos que |los
dados estén balanceados, entonces los 36 resultados distintos del experimento son igual mente probabl es.
Por laforma como se lleva a cabo € experimento, vemos que €l valor observado en un dado no esta4
relacionado con € valor en el otro dado, es decir. el valor obtenido en un dado es independiente del
obtenido en €l otro. De estas suposicionestenemosqueP(R=r)=P(G=g) =1/ 6y que
P(R=r,G=g)=1 36 parar,g=12, ..., 6.

En esta situacién muchas preguntas acerca de |a probabilidad de eventos particulares se pueden reducir a
contar el numero de elementos en el conjunto apropiado.

Dado Verde

1 2 3 4 5 6

> 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
X 2 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
S 3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6
5 4 4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,6
5 5,1 5, 2 5,3 5, 4 5,5 5, 6

6 6, 1 6, 2 6, 3 6, 4 6,5 6, 6

Tabla 1. Espacio muestral de los resultados al tirar dos dados

Pregunta
Encontremos la probabilidad que el nimero de puntos en el dado rojo es menor o igual a 3: P(R £ 3).

Para encontrar esta probabilidad debemos contar € nimero de pares en latabla paralos cuaesR £ 3.
Vemos que hay 18 de estos pares de un total de 36 pares posibles asi obtenemos P (R £ 3)= 18/ 36= 1/2.

Pregunta
¢,Cudl es la probabilidad que la suma X de los valores observados en los dos dados es menor de 6, es

decir, P (X< 6)?

El nimero de pares donde observamos esta situacion es 10, de un total de 36 pares posibles, por eso
debemos tener P(X < 6) = P (X £ 5)= 10/ 36.

Supongamos estas en tu casay un amigo te invitaajugar un juego donde se lanzan dos dados, tal como
Parchis. A ti te interesa que la suma de los puntos en los dados sea 9. Tiras los dados, pero no miras €l
resultado. Tu amigo te dice que la suma de los dados es mayor de 7. ¢Te dice algo este dato? ¢Cudles
son ahora tus oportunidades de haber obtenido 9? Si hubiera dicho que la suma era menor de siete
sabrias de seguro gue perdiste.
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Necesitamos calcular P ( X=9 | X>7). Antesdetirar los dados, sabias que la probabilidad de ganar,
P(X=9) eraigual a4/ 36. ;Cambio esto? EnlaTabla 2 estan senalados todos los paresdonde X > 7y
los pares donde X = 9.

Dado Verde
1 2 3 4 5 6
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6
3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6
4,1 4,2 4,3 4, 4 4,5 4,6
51 5,2 5,3 5,4 55 5,6
6 6,1 6, 2 6, 3 6, 4 6,5 6, 6

Tabla 2. Regionesdonde X>7 y X=9

Dado Rojo
g B~ W N

Como sabemos que X > 7 €l resultado observado debe estar dentro del triangulo azul. Alli hay 15 pares
distintos de los cuales cuatro son consistentes con X= 9, por esto P (X = 9| X> 7)=4/ 15, esto significa
gue tus oportunidades de haber ganado han aumentado.

El resultado se puede obtener de la siguiente forma. La proporcion de pares donde X > 7 es 15/ 36. La
proporcion de paresdonde X > 7y X =9 es 4/ 36, siguiendo las ideas anteriores tenemos que

P(X =9 X>7)=(4/36), (15/ 36) = 4/ 15. Igua que antes esta representacion se asemeja a un tablero
de dardosy € resultado se obtiene al comparar el "area" de laregion que representa X = 9 con €l "area’
de laregién que representa X > 9. De igual manera, también se asemeja a un diagrama de Venn.

Considerala probabilidad de que en e dado Rojo se observe un tres s sabemos que la suma de los dados
es5, esdecir, P(R=3| X=5). DelaTablal1 se puede ver queP (X =5)=4/36, P(R=3)=6/36y P( X
=5y R=23)=1/36. LasumaX esigual acinco solo cuando se observa uno de los cuatro pares. (1,4),
(2,3), (3,2), (4,1). De esos, sdlo uno es compatible con que € dado rojo seaigual a3, por estarazén, P
(R=3| X=5)= 1/ 4. Este resultado implica que el evento {R = 3} afectala probabilidad de que e evento
{X =5} ocurra. Antes de hacer el experimento, |a probabiliadd de observar { R=3} es 1/6, pero ahora
sabemos que { X=5} ocurrié y por lo tanto la probabilidad de observar { R=3} es ahora 1/4.

Pregunta
¢ Qué hubiera pasado si el evento que condiciona hubiera sido X= 7?

Delatablase puedever queP(R=3|X =7) = 1/6 =P (R = 3). Es decir, €l saber que { X=7} ocurrio no
nos ofrece informacion alguna sobre la porbabilidad de que { R=3} ocurra.
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Probabilidad condicional y arboles

Otra manera natural y Util de estudiar probabilidad condicional es por medio de una estructura de arbol.
Estaformade visualizar €l experimento es particularmente pertinente cuando éste se gjecuta en etapas.
Toma por gemplo e experimento de seleccionar alavez dos canicas a azar de una caja que contiene 2
rojasy 3 azules. Este experimento es equivalente al de seleccionar al azar una canica, y entonces, sin
reemplazar la primera, seleccionar a azar otra canica. Este proceso se puede visualizar facilmente por
medio de un érbol.

En cada nodo ddl arbol representamos el nimero de canicas rojas y azules que quedan en lacgja. Las
ramas que emanan de cada nodo representan los dos resultados posibles que se pueden obtener cuando
se selecciona una canica al azar: rojo o azul. Cadarama es rotulada por e resultado obtenido y por la
probabilidad condicional de observar ese resultado. Los nodos a final representan los estados finales
posibles gque podemos obtener como resultado del experimento. Estos nodos finales se llaman hojas.

1/4 ‘ ’.
34 @
g&
2/4 ‘ N ‘
® o
@
® o

Figura 4. Diagrama de arbol que ilustra el experimento de seleccionar dos canicas de una caja

Pregunta
¢, Cudl es la probabilidad que la segunda canica seleccionada sea roja dado que la primera es azul?

Si la primera canica fue azul, ahora quedan en la cgja dos canicas rojas y dos azules. De ahi
seleccionamos otra canica. La probabilidad de que una canica seleccionada de esa caja searoja es 2/4.

Parafacilitar el trabajo denotamos el evento de que la primera canica seleccionadaesrojapor R, y €
evento de que la segunda sea roja por R,. Hacemos lo propio para las canicas azules. Esta representacion
es Util para encontrar probabilidades conjuntas y marginales.

Por ejemplo, la probabilidad que la primera canica searojay la segunda azul, denotada P (R, y B,) es€
producto de las probabilidades que rotulan €l camino de laraiz del arbol y que son consistentes con los
resultados R; y B,. Entonces P (Ryy By) = 2/5 x 3/4 = 6/20.

Si nos interesamos por la probabilidad marginal de que la segunda canica searoja, P(Ry), tenemos que
darnos cuenta de que hay dos caminos posibles en que la segunda canicaesroja. Estos dos caminos
dependen del resultado que se observd cuando seleccionamos la primera canica, que pudo haber sido
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rojo o azul. Asi observamos una canicaroja en la segunda seleccion cuando cualquiera de los dos
eventos conjuntos (B1 y Ry) 6 (R1 y Ry) ocurren. Estos son eventos son disyuntos por lo cual
P(R2)=P (B1yRy) + P(R1y Ry) = 6/20+ 2/20 = 8/20.

L os arboles son especialmente tiles para encontrar probabilidades condicionales tal como P( R; | Bz).
Esta probabilidad se puede entender si pensamos en un experimento donde escogemos una canica al
azar, sSin mirarla, la escondemos y luego seleccionamos a azar otra canica. Si la segunda canica
seleccionada es azul, ¢cud es la probabilidad que la canica que escogimos primero era roja?

Una forma de contestar esta pregunta es usando la Regla de Bayes, que aln no hemos estudiado. Otra
forma es la siguiente. |maginemos que antes de comenzar e experimento quitamos una canica azul. Esa
serd lacanica azul que escogeremos como segunda seleccion, la hemos reservado de antemano. Ahora,
en esta cgjaimaginariahay 2 canicasrojasy 2 azules, por estarazon la probabilidad P (R; | B,) debe ser
igual a (nimero de canicas rojas) / (nimero total de canicas) = 2/4.

Probabilidad condicional y tablas de contingencia

L os resultados el ectorales de 1988 para €l Senado y Camara de Representantes en Puerto Rico fueron
publicados rapidamente por El Nuevo Dia. La composicion preliminar del Senado y la Camara de
Representantes por partido:

Partido Popular  Partido Nuevo Partido Total

Democratico Progresista Independentista

Puertorriquefo
Senado 18 8 1 27
Camara de Representantes 36 14 1 51
Total 54 22 2 78

Tabla 3. Desglose preliminar de la composicién de los cuerpos legislativos de Puerto Rico luego de
las elecciones de 1988. El Nuevo Dia, 12 de noviembre de 1988.

Escogeremos a azar un miembro de cualquiera de los dos cuerpos representativos. Y a que hay un total
de 78 legisladores, |a probabilidad de escoger cualquier miembro particular es 1/ 78. de manera similar,
se puede calcular la probabilidad marginal que un miembro seleccionado al azar pertenece a PIP, por
giemplo, comparando €l nimero total de legisladores de ese partido por € toal de legisladores, es decir,
dividimos la suma de la columna apropiada por 78. Asi la probabilidad de que un legislador cualquiera,
seleccionado al azar de entre estos 78 sea miembro del PIP es 2/78.

| gual mente la probabilidad marginal que una persona seleccionada a azar sea miembro de un cuerpo
particular se puede hallar dividiendo la suma de la fila apropiada por 78. Tenemos entonces la
distribucion marginal de los partidos, P(PPD)= 54/ 78, P(PNP)= 22/ 78, P(PIP)= 2/ 78. La distribucion
margina de los cuerpos legidativos, se obtiene con un argumento similar: P(Senado)= 27/ 78, P(Camara
de Representante) = 51/ 78. Estas probabilidades se [laman marginales, ya que para calcularlas
examinamos |os mérgenes de latabla.

L as probabilidades conjuntas se encuentran dividiendo €l nimero en la celda apropiada en la tabla por
78. Asi, por gemplo, tenemos las siguientes probabilidades conjuntas: P (Senado y PNP)= 18/ 78,
P(Camara de Representante y PPD)= 36/ 78 y asi sucesivamente. En esta forma de representar |os datos
es mas facil encontrar probabilidades conjuntas que en otras representaciones tal como €l arbol.
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Podemos ver que esta representaci on también se asemeja ala de un tablero de dardos 0 ala de un
diagramade Venn.

Frecuentemente tenemos que contestar preguntas tal como, de esos miembros del Senado, ¢qué
proporcién son miembros del PNP? Contestar esta pregunta requiere que miremos la fila
correspondiente a Senado que se compone de 27 legisladores. De esos, 8 son miembros del PNP. Casi
sin darnos cuenta, hemos usado |os conceptos de probabilidad condicional.

Pregunta
Si seleccionamos un legislador al azar, ¢Cual es la probabilidad de que sea un miembro del Senado si
sabemos que es miembro del PNP?

Cuando usamos una tabla de contingencia tal como esta, 10s eventos que condicionan nos limitan a una
filao columna particular. Muchos de nosotros hemos hecho este computo automati camente en ocasiones
anteriores, sin embargo muy posiblemente, no nos habiamos dado cuenta de la relacion que tiene con los
conceptos de probabilidad condicional.

Laidea de probabilidad condicional se puede usar de una forma muy natural para examianr situaciones
como las presentan en muchas ocasiones |os medios noticiosos. Por g emplo, en una encuesta efectuada
en & 1989 se entrevistd a 1,005 adultos y a 500 adolescentes. Se les hizo la siguiente pregunta: ¢Cual es
el problema principal de los Estados Unidos? L os resultados fueron como sigue:

Adolescentes Adultos

Otra

No Contesto Otra 33%

SIDA 8%

0,
Politica’

6%

No

Contest6 Drogas

Ambient
m7l:/fn © Drogas 9% 27%
32%
Ambiente
Economi 6% N
13% D:]Ll/c
0
Economia Guerra
7% Pobreza 4%
14% 8%
Figura 5. Por ciento de adolescentes que identifico el Figura 6. Por ciento de adultos que identificd el
problema principal de los Estados Unidos oroblema principal de los Estados Unidos
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Pregunta

Supongamos que una persona de las que particip6 en la encuesta es seleccionada al azar. Encuentra la
probabilidad de que:

1. la persona seleccionada es un adolescente.

2. un adolescente contestara {ambiente y politica}.

3. un adulto contestara { SIDA}.

4. un adulto contestara {drogas 6 economia 0 guerra}.

1. la persona dijo que el problema principal es (el abuso de) Drogas.

¢ Podemos concluir que los adolescentes y adultos tienen preocupaciones similares?

Probabilidad condicional en general
Estos jemplos motivan la definicion matematica de probabilidad condicional de que un evento A ocurra

P(AyB)

cuando sabemos que el evento B ocurrié como: P(A|B) = cuando P(B) > 0.

Pregunta
Verifica que la medida P( - | B) satisface los axiomas de probabilida, es decir, si B es un evento fijo en
el espacio muestral S, entonces P( - | B) es una medida de probabilidad.

Con larepresentacion del arbol vimos como obtener |a probabilidad conjunta de dos eventos A, B. Por
gjemplo, vimos que para obtener la probabilidad de que la primera canica fuerarojay la segunda fuera
azul, P(R1 y B2) multiplicamos P ( B2 | R; ) por la cantidad P (R;) alo largo de las ramas apropiadas del
arbol. Esta operacion se justifica ahora por nuestra definicién de probabilidad condicional. Si A, B son
dos eventos cualquiera en un espacio muestral S, tenemos la regla de multiplicacion.

Teorema 1 (Regla de multiplicacion)

Si A, B son dos eventos cualquiera en un espacio muestral S donde P(B) > 0, tenemos
P(A'y B) = P(A | B) P(B).

Prueba
Usa la definicion de probabilidad condicional.

Ejemplo 1

Tienes los cuatro ases de labargaen tusmanos {A8 , A2 A" ,AO }. Sabemos que dos de esas
bargjas son rojas y las otras dos son de color negro. Sin mirar, un amigo selecciona una bargja primero y
luego de las restantes tres sel ecciona una segunda bargja. Queremos encontrar la probabilidad del evento
gue ambas barajas seleccionadas sean rojas, { A* , A© }. La Unicaforma en que ambas bargjas serén
rojas es que la primera searojay dado que la primera fue roja, la segunda debe ser roja también. La
probabilidad de que la primera searojaes 2/4. Si la primera fue roja, la probabilidad de que la segunda
sea roja es entonces 1/3. Por lo tanto P(ambas bargjas son rojas)=2/4 "~ 1/3 = 2/12.

Pregunta

Enumera el espacio muestral de este experimento. ¢ Cuél representacion seria mas Util? Expresa el
problema del Ejemplo 1 en forma de simbolos, usando la regla de multiplicacion.
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Ejemplo 2

El almacén de una escuela recibe 100 togas para su graduacion de cuarto afio. El fabricante habia
Ilamado ala escuela para anticiparle que entre esas 100 togas hay 10 que son de un tamafio equivocado,
muy peguerias para estudiantes de escuela superior. Seleccionamos dos togas a azar. ¢Cudl esla
probabilidad de que ambas sean muy pequefias?

Seguimos el mismo argumento de arriba para resolver este gercicio. La probabilidad de que la primera
seleccionada sea muy pequefia es 10/100. Una vez seleccionada la primera toga peguefia, seleccionamos
la siguiente toga de | as restantes 99, de las cuales ahora 9 son muy pequefias. Asi, la probabilidad de que
ambas sean muy peguefias es 10/100 ~ 9/99.

¢Qué tal s seleccionamos 3 togas? ¢Cud es la probabilidad de que las tres sean muy peguefias?
Podemos representar este experimento con un arbol que tiene 8 ramas ( ¢c6mMo?). Esto nos permite
extender el argumento de antes. En este caso la probabilidad deseada es 10/100 © 9/99 ~ 8/98.

Esta situacion facilita el generalizar la regla de multiplicacion. Para facilitar la discusion representemos
por T; el evento de que la primeratoga sea muy pequefia, por T, € evento de que la segunda sea muy
pequefiay por T3 €l evento de que laterceratoga sea muy pequefia. Vemos que 10/100 esla
probabilidad de que la primera toga sea pequefia, es decir P( T, ). El valor 9/99 representa la
probabilidad de que la segunda sea pequeiia si la primera fue pequeiia, P( T2 | T1). El valor 8/98 esun
poco mas complicado. Para obtener |a tercera toga pequefia en sucesion, debimos haber seleccionado la
primeray la segunda togas pequerias, asi, 8/98 es € resultado de calcular P( T3| T1y T2).

La probabilidad de que las tres togas sean pequefias es entonces
P(TiyTayT3)=P(T1)P(T2|T1) P(T3| T1y T2 ). Esteresultado se puede escribir ahora como un
teorema.

Teorema 2

Sean A, B, C eventos cualquiera en un espacio muestral Stal que P(A) >0 y P(ACB) > 0. Entonces
P(ACBCC) =P(A) P(A | B) P(C|ACB).

Prueba.

P(ACBCC)=P((ACB)CC)=P(C|ACB) P(ACB), usando la regla de multiplicacién paralos
eventos C y ACB. Usamos nuevamente esa regla para calcular P(ACB ) = P(A | B) P(B) y sustituimos
arriba para obtener el resultado.

Pregunta
Usa induccién matemética para generalizar esta regla para n eventos.

Ejercicios y problemas
1. Considera unacaja con cinco canicas. Dos de las canicas son blancas y |as restantes son negras.
Selecciona una canica a azar y anota su color.
a. Representa el experimento usando un érbol.
b. Enumerael espacio muestral.
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c. Usalanotacién y operaciones de conjuntos para
representar el evento de que la canica seleccionada:

I. seanegra

il. seablanca ® o
iii. no seanegra @) @)
iv. seablancao negra ®

V. seanegray blanca
d. llustralos eventos de arriba en €l arbol que representa el
experimento y en un diagrama de Venn.
e. Encuentrala probabilidad de que la canica sel eccionada:
I. seanegra
il. seablanca
iii. no seanegra
iv. seablancao negra
V. seanegray blanca

2. Considera una cgja con cinco canicas. Dos de las canicas son blancasy |as restantes son negras.
Selecciona una canica al azar, anota su color y devuélvelaala cgja. Selecciona otra canicay anota su
color.

a. Representa el experimento usando un arbol.
b. Enumerael espacio muestral.
c. Encuentrala probabilidad de que la primera canica sel eccionada:
I. seanegra
il. seablanca
iii. no seanegra
iv. seablancao negra
V. seanegray blanca
d. Usalanotacién y operaciones de conjuntos para representar €l evento de que:
I. ambas canicas seleccionadas sean negras.
il. unade las canicas seleccionadas sea blanca.
iii. ninguna canica sea blanca.
Iv. lasegunda canica sea blancas la primerafue negra.
v. laprimera canica seablancas la segunda no fue blanca
vi. lasegunda canica es blanca.
e. Encuentralaprobabilidad de que:
I. ambas canicas seleccionadas sean negras.
il. unade las canicas selecionadas sea blanca.
iii. ninguna canica sea blanca.
iv. laprimeracanicaes blancay la segunda es negra,
v. lasegunda canica seablancas la primerafue negra
vi. laprimera canica seablanca s la segunda no fue blanca.
f. ¢Esel evento de que la primera canica sea negra independiente del evento de que la segunda
canica sea blanca? Explica.
g. ¢Son los eventos {la primera canica es negra}, {la segunda canica es blanca} mutuamente
excluyentes? Explica.
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3. Considera una cgja con cinco canicas. Dos de las canicas son blancas y |as restantes son negras.
Selecciona una canica al azar, anota su color, esta vez no ladevuelvas ala cgja. Selecciona otra
canicay anota su color.

a. Enumerael espacio muestral.
b. Encuentrala probabilidad de que:
I. ambas canicas seleccionadas sean
negras.
il. unade las canicas seleccionadas sea
blanca.
iii. ninguna canica sea blanca.
iv. laprimeracanicano es ni blanca ni
negra.
v. laprimeracanicaesblancay la
segunda es negra.
vi. lasegunda canicaseablancas la
primera fue negra.
vii. laprimera canica seablancas la
segunda no fue blanca.
viii. la segunda canica es blanca.

¢En qué se distingue este experimento del efectuado en el problema nimero 2?

¢Es el evento de que la primera canica sea negra independiente del evento de que la segunda

canica sea blanca? Explica.

e. ¢Son los eventos {la primera canica es negra}, {la segunda canica es blanca} mutuamente
excluyentes? Explica.

o0

4. Considera unacaa con cinco canicas. Dos de las canicas son blancasy |as restantes son negras.
Selecciona una canica a azar, anota su color, devuélvelaala cgjay afade ala cagja dos canicas del
mismo color de la canica seleccionada. Selecciona otra canica'y anota su color.

a. Representa el experimento usando un érbol.
b. Enumerael espacio muestral.
c. Encuentralaprobabilidad de que:
I. ambas canicas seleccionadas sean negras.
il. unade las canicas seleccionadas sea blanca.
iii. ninguna canica sea blanca.
iv. laprimeracanicano es ni blancani negra
v. laprimeracanicaes blancay la segunda es negra.
vi. lasegunda canica sea blanca s la primerafue negra.
vii. la primera canica sea blanca si la segunda no fue blanca.
viii. la segunda canica sea negra.
d. ¢Esé€ evento de que la primera canica sea negra independiente del evento de que la segunda
canica sea blanca? Explica.
e. ¢Son los eventos {la primera canica es negra}, {la segunda canica es blanca} mutuamente
excluyentes? Explica.

5. Considera una caja con seis canicas. Dos de las canicas son blancas, unaesroja y las restantes son
negras. Selecciona una canicaa azar, anota su color, devuélvelaalacgay afade ala caja dos
canicas del mismo color de la canica seleccionada. Selecciona otra canica'y anota su color.

a. Representa el experimento usando un érbol.
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b. Enumerael espacio muestral.

C.

Encuentra |a probabilidad de que: () ®
i. ambas canicas seleccionadas sean rojas. .
ii. unade las canicas seleccionadas sea blanca. O ‘ O
iii. ninguna canica sea blanca.
iv. laprimeracanicano es ni blancani negra
v. laprimeracanicaesblancay la segundaesroja.
vi. lasegunda canicasearojas laprimerafueroja.
vii. la primera canica sea negra s la segunda no fue blanca.
viii. las dos canicas sean de colores distintos.
iX. las dos canicas sean del mismo color.
X. lasegunda canica sea negra.
¢Es € evento de que la primera canica sea roja independiente del evento de que la segunda
canica sea blanca? ¢son estos eventos mutuamente excluyentes? Explica.
¢Son los eventos { la primera canica es negra}, {la segunda canica es blanca} mutuamente
excluyentes? Explica.

6. Considera una caga con cinco canicas. Dos de las canicas son blancas y |as restantes son negras. A la
misma vez, selecciona dos canicas a azar y anota sus colores.

a
b.
C.

Representa el experimento usando un &rbol.
Enumera el espacio muestral.
Usalanotacién y operaciones de conjuntos para representar €l evento de que las canicas
seleccionadas:
I. ambas sean negras.
il. ninguna sea negra.
iii. sean de colores distintos.
llustralos eventos de arriba en el &rbol que representa el experimento.
Encuentra la probabilidad de que las canicas seleccionadas:
I. ambas sean negras.
il. niinguna sea blanca.
iii. sean de colores distintos.
¢Tiene algunarelacion este problema con el nimero 3 arriba? Explica.

Hacemos un experimento con dos cgas. Lacaja A tiene Siete canicas. En esta cgja, dos de las canicas
son blancas, tres son rojasy dos son negras. LacagjaB tiene seis canicas. Cuatro de las canicas en B son
rojasy dos son negras. Se tira un dado paradecidir de cudl cagja se seleccionaunacanicaa azar. Si se
observa el evento {1,2,3,4} se seleccionaunacanicadelacgaA. En € caso de observar €l evento { 5,6}
se selecciona a azar una canicade lacajaB.

a

b.

C.

{1,2,3,4} {5,6}

Representa el experimento usando un &rbol.

Enumera el espacio muestral. o @ “‘

Usalanotacién y operaciones de conjuntos para ‘ ‘
representar e evento de que la canica O O ‘ ‘
seleccionada: ‘ ‘

I. seanegra _ _

i. nosearoja CaaA CaaB

ili. seanegrad blanca.
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iv. provengadelacagaA
V. searojay vengadelacagaB.
vi. seablancay vengadelacgaB.
d. llustralos eventos de arriba en €l &rbol que representa el experimento.
e. Encuentrala probabilidad de que la canica sel eccionada:
I. seanegra
il. nosearoja.
ili. seanegrad blanca.
iv. provengadelacaaA
V. searojay vengadelacagaB.
vi. seablancay vengadelacgaA.
vii. sea hegra dado que viene de la cgjaB.
viil. sea blanca dado que viene de la caja B.
ix. haya provenido de lacgaB dado que es blanca.
X. hayaprovenido delacgaA dado que esroja
f. ¢Puedes generdizar tus resultados en ix y x? Explica.
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