Regla de Bayes

El Teorema 0 Regla de Bayes nos brinda un método para contestar algunas preguntas muy importantes.
En su esencia, esta regla nos indica cua informacion es necesariatener y el método parainvertir la
condicion cuando calculamos una probabilidad condicional: si A y B son eventos 'y conocemos

P(A | B), P(B), P(A | B9, entonces podemos calcular P(B | A). La necesidad de calcular este Gltimo valor
a partir de lainformacion disponible es imprescindible para entender |as consecuencias de algunas de
nuestras decisiones.

En esta seccion estudiaremos varios gjemplos que luego generalizaremos para obtener formalmente la
regla de Bayes. Esto gjemplos a su vez ilustrardn cudn importante y somunes son |as situaciones donde
es necesario usar estaregla. En muchas ocasiones nos hacemos preguntas sobre temas que no estan, a
primera vista muy relacionados entre si. Sin embargo, luego de un andlisis ponderado, comenzamos a
notar que las respuestas o 10os métodos para obtenerlas guardan algunas relaciones entre si.

Ejemplo 1

Considera una fébrica de botellas que cuenta con dos méaquinas para producir sus botellas. En esafabrica
se producen 10,000 botellas al dia. La méquina A produce 6,500 botellas diarias de las cuaes e 2% son
defectuosas. La magquina B produce 3,500 botellas cada dia de las cuales el 1% son defectuosas.
Pregunta

El inspector de calidad de la compafiia selecciona una botella al azar y encuentra que esté defectuosa.
¢,Cudl es la probabilidad de que la botella haya sido producida por la maquina A?

Para visualizar megjor los datos, |os organizamos en un diagrama de arbol. Denotamos por A € evento de
gue la botella sel eccionada haya sido producida por la méquina A y por B € evento de que haya sido
producida por laméaquina B. El evento de que la botella sel eccionada sea defectuosa se denota por D, su
complemento D€ representa una botella que no es defecuosa.

Comienzo Maquina Botella Resultados
.02 — D ACD
A —
.65 .98 — D° ACD®
.35 Q1 — D BCD

B(

99 —— D° BCD®

La probabilidad de que una botella cual quiera haya sido producida por la méquina A es .65, pues de las
10,000 producidas, 6,500 son producidas por A. Nos interesa calcular P(A | D), lacual no se puede
obtener de forma directa de los datos o del arbol que los representa. Para esto recurrimos directamente a
la definicion de probabilidad condiciona: P( A | D) = P(ACD) / P(D).

Las cantidades P(ACD) y P(A) se pueden obtener del arbol. Para que una botella seleccionada a azar
sea una defectuosa producida por laméquina A, debemos seleccionar primero laméguina A y de las
botellas producidas ali seleccionar una defectuosa. Tenemos que P(ACD) = P(A) P(D | A), lo que
equivale a hacer latravesia en el arbol desde su raiz 0 comienzo hasta la hoja donde obtenemos el
resultado ACD. Asi P(ACD) =.65" .02.
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Para encontrar P(D) debemos darnos cuenta que una botella
defectuosa puede ser producida de la méquina A o de laB.

C
Si examinamos las hojas del arbol, vemos que hay dos B0
lugares donde obtenemos una botella defectuosa, ACD o AD* efectuosas
BCD. Esto equivale a hacer una travesia por uno de caminos AD|g

en el arbol. Estos caminos son mutuamente excluyentes,
pues s caminamos por uno no podemos estar caminando por
€ otro. Segup se muestra en lafigurade a lado, € evento Méaquina A Méguina B
D =(ACD) E (BCD) y su probabilidad es entonces
calculada P(D) = P(ACD) + P(BCD).

Figura 1 Particion de las botellas

) L o defectuosas de acuerdo a la maquina
El primero de estos términos P(ACD) ya habia sido

calculado. El segundo se obtiene de forma similar. Obtenemos entonces que P( BCD) = P(B) P(D | B).
Uniendo estos resultados tenemos que P(D) = P(A) P(D | A) + P(B) P(D | B). Finadmente podemos
calcular la probabilidad deseada:

6,500 .
P(A|D) = P(A) P(D|A) _ 10,000 _ 018 e
P(D|A)P(A) + P(D|B)P(B) 26500 . 6 28500 . 6 .013+.0035

£10000 T g 310,000 g

Esto quiere decir que una vez sabemos que una botella seleccionada al azar esta defectuosa, la
probabilidad de que haya sido producida por laméaquina A es .788. Dicho de otra manera, de todas las
botellas defectuosas produdidas, aproximadamente el 79% son producidas por la maguina A.

Pregunta
¢ Como se puede explicar que la maquina A produzca el 79% de las botellas defectuosas?

Este hecho se debe a dos factores. El primero es que laméaguina A produce casi el doble de botellas que
lamaguina B. Aun si latasa de botellas defectuosas fuera la misma para ambas méquinas, por € mero
hecho de producir un mayor nimero de botellas, la méquina A produciria casi e doble de defectuosas de
lamaquina B. El segundo factor es que la tasa de produccion de defectuosas de la maguina A es el doble
de la correspondiente de la maguina B. En este caso, alin s ambas méaquinas produjeran la misma
cantidad de botelllas, las producidas por lamagquina A contendrian € doble de botellas defectuosas que
las que vienen de la méguina B.

Ejemplo 2

El gobierno de Puerto Rico aprobd una ley para hacer obligatorio que los cerca de 200,000 empleados
publicos se sometan a una prueba para detectar si son usuarios de drogas. Se estima que € 1% de los
empleados publicos del pais son usuarios de drogas. La prueba que se ofrece muestra un resultado
positivo en e 98% de los casos en que se le administra a una persona que usa drogas, es decir, detecta el
98% de los usuarios de drogas. De manera similar, si la persona no usa droga alguna, la prueba arroja un
resultado negativo en el 99% de los casos.
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Pregunta
Se selecciona un empleado al azar, se le administra la prueba y se obtiene un resultado positivo.
¢, Cudl es la probabilidad de que la persona sea un usuario de drogas?

En este g emplo también podemos representar |os datos mediante un diagrama de arbol. Para simplificar
el trabajo, denotamos por U el evento de que la persona sea un usuario de drogas, por Pos el evento de
gue la prueba resulte positivay por Neg € evento de que la prueba resulte negativa. En €l lenguagje de la
epdemiologia, a por ciento de personas de la poblacion de interés que poseen la caracteristica deseada,
en este caso usuarios de drogas, se lellamala prevalencia. En este ggemplo la prevalencia del uso de
drogas es del 1%.

A la capacidad de una prueba para detectar aquellas personas gque poseen la caracteristicade interés se le
Ilamalasensitividad de la prueba. La sensitividad describe el por ciento de personas cuyo resultado de
la prueba seria positivo de entre aquellas que poseen la caracteristica deseada, en este caso, usan drogas.
La sensitividad de esta prueba para la deteccion de usuarios de drogas es 98%.

Otramedida es la especificidad. Estaindica el por ciento de personas cuyo resultado de la prueba seria
negativo de entre aquellas que no poseen la caracteristica deseada, en este caso, usan drogas. La
especificidad de esta prueba para la deteccidn de usuarios de drogas es 99%.

Usamos la notacion que establecimos de estos eventos para escribir las probabilidades asociadas a ellos.
Asi, la prevalencia nos indica que si seleccionamos una persona a azar de entre los 200,000 empleados
publicos, tenemos P(U) = .01. La sensitividad de la prueba nos dice que P(Pos | U) = .98 y delamisma
manera la especificidad se traduce a P( Neg | U%) = .99.

Comienzo ¢Usa Drogas? Resultado de  Resultados
la prueba
.98 — Pos UCPos
U —
01 .02 — Neg UCNeg
.99 Q1 — Pos U°CPos
UC(
99 — Neg U°CNeg

La pregunta que nos interesa contestar es: ¢cuanto es P( U | Pos)? Al igual que antes la contestacion a
esta pregunta no se puede obtener de forma directa de los datos o del arbol que los representa.
Recurrimos nuevamente ala definicion de probabilidad condicional: P( U | Pos) = P(UC Pos) / P(Pos).

! Nota que estas dos Ultimas probabilidades no se pueden sumar, ya que son valores obtenidos bajo
condiciones distintas, la base de comparacién no eslamisma. En e primer caso comparamos la
cantidad de resultados positivos del total de usuarios de drogas mientras que en el segundo comparamos
la cantidad de resultados negativos del total de personas que no usan drogas.
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Podemos usar €l érbol para obtener |as cantidades P(UC Pos) y P(Pos). Siguiendo € mismo proceso de
antes, tenemos que P(UC Pos) = P(U) P( Pos | U), lo que equivale a caminar por € arbol desde laraiz
hasta |a hoja donde obtenemos el resultado UC Pos. Asi P(UCPos) = .01~ .98.

Para encontrar P(Pos) vemos que |a prueba puede arrojar un resultado
positivo cuando la persona es un usuario de drogas o en €l caso en que
no lo sea. Por esta razon hay dos caminos en € arbol donde obtenemos
un resultado positivo de la prueba. Al igua que antes, estos caminos son
mutuamente excluyentes. Seguin se muestra también en € diagrama de a Pps
lado, el evento Pos = (UCPos) E (U°CPos) y su probabilidad es
P(Pos) = P(UC Pos) + P(U°CPos). Ue

El término P(UC Pos) ya habia sido calculado, € segundo se obtiene de
forma similar. Obtenemos entonces que P( U°CPos) = P(U°) P(Pos | U%.  Figura 2 Particién de las
Uniendo estos resultados tenemos que P(Pos) = P(U) P( Pos | U) + P(U°)  personas de acuerdo al
P(Pos | U°). Finalmente podemos calcular |a probabilidad deseada: resultado de la prueba

_ P(U) P( Pos| U) _ 01 .98 _.0098
P | Pos) = =— . = =
P(U) P( Pos|U) + P(U°) P(Pos|U®) (01" .98)+(99" .01) .0098+.0099

La contestacion ala pregunta que hicimos es .497, es decir, |a probabilidad de que una persona
seleccionada al azar entre los 200,000 empleados sea un usuario de drogas si |a prueba da positivo,
es.497.

Pregunta

De la poblacién a la que se administra la prueba, ¢cuantos resultados positivos esperarias
observar?;cuantos falsos positivos habria? ¢ Como es posible que con una prueba gue tiene una
sensitividad y una especificidad tan altas, mas de la mitad de los resultados positivos corresponden a
personas que no son usuarios?

Esta dltima pregunta se puede contestar examinando cuidadosamente el numerador y el denominador de
P(U | Pos). Si no contamos con una prueba de mejor sensitividad y especificidad que ésta, ¢qué podemos
hacer? Esto quiere decir que no podemos cambiar P(Pos | U) ni P(Neg | U°). Sélo podemos trabajar con
P(U). Este valor silo puede cambiar si cambiamos la poblacién de la cual seleccionamos las personas a
quienes se administrard la prueba.

Pregunta

Discute los costos asociados a ofrecer pruebas de drogas a 200,000 personas para detectar a 2,000
usuarios. ¢Hay costos no econémicos? ¢Existe un plan para ayudar a las personas que son usuarios de
drogas y a los que reciben un falso positivo? ¢Crees estas pruebas ofrecen una solucion al problema
social del uso de drogas? Supongamos que P(U) = .25, encuentra P(U | Pos). ¢Como lograrias este
aumento en P(U) en la realidad?
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Ejemplo 3

Tenemos una cgja con 5 canicas, dos de ellas son rojas 'y las otras tres son azules. Se selecciona una
canicaa azar, sin mirarlala guardamos en el bolsillo. Luego seleccionamos otra canica a azar. Esta
segunda canica era de color rojo. ¢Cud esla probabilidad de que la primera canica haya sido también
roja?

En la seccion anterior resolvimos una situacion similar imaginando que antes de seleccionar la primera
canica, hemos mirado dentro de la cgjay removido la canica que observaremos en nuestra segunda
tentativa. En efecto, hemos reservado la segunda canica. La primera canica sélo puede ser seleccionada
de entre las restantes 4 canicas, de las cuales 1 de éllas es roja. Por esta razon la probabilidad deseada es
1/4.

1/4 . ’.
Y )
31 @
%
24 @ N ®
® o
@
® o

Figura 3. Diagrama de arbol que ilustra el experimento de seleccionar dos tarcas te una caja

Como nuestro interés es encontrar un método formal para contestar estas preguntas, procedemos al
andlisis formal de la situacion. Parafacilitar el trabajo denotamos el evento de que la primera canica
seleccionada esroja por Ry y €l evento de que la segunda sea roja por R,. Hacemos |o propio paralas
canicas azules. Entonces la probabilidad que buscamos es P(R; | Ry).

Ladefinicion de probabilidad condicional nos permite escribir P(Ry | Rz) = P(R; € Ry) / P(Ry). Para
encontrar €l numerador usamos nuevamente la definicion de probabilidad condicional y escribimos
P(R1C Ry) = P(R2 | Ri)P(R1). Aqui hemos invertido la

condicion. Debemos condicionar en € evento que ocurre

primero, pues es laforma natural de realizar el experimento.

Ry

Ahora calculamos el denominador. Para encontrar P(R2)

descomponemos el evento R, en dos eventos disyuntos, tal
como en lafiguradeal lado: R, = (B1 C Ry) E (R C Ry). De 2
esta manera obtenemos la probabilidad B,

P(Rz) = P(B]_Q Rz) + P(ng Rz).

Figura 4 Particion del color de la segunda
canica de acuerdo al color de la primera
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Y a habiamos encontrado el segundo término de arriba, nos falta encontrar el primero. Para esto usamos
nuevamente la definicion de probabilidad condiciona y obtenemos P(B1C R;) = P(R, | B1)P(B1). Ahora
podemos escribir el denominador P(R2) = P(Rz | R1)P(Ry) + P(R2 | B1)P(B1). Finalmente podemos
1,2
escribir o resultado deseado: P(R, |R,) = P(R, IR)P(R,) - 45 _1
P(R, IR)P(R) +P(R, |B)P(B,) ad. 20 a2 36 4
— — = 97 — =
ed 5g e4 5g

No debe sorprendernos que observamos el mismo resultado que antes. Esto sirve para verificar y
justificar € razonamiento que hicimos para obtener la contestacion.

Ejemplo 4

En & 1991 los contribuyentes de Puerto Rico sometieron un total de 1,320,600 planillas de contribucion
sobre ingresos a Departamento de Hacienda. Los datos se desglosan en la siguiente tabla por nivel de
ingreso y s la planilla se somete conjunta o por separado.

Nivel de ingreso  Planillas conjuntas rendidas  Planillas separadas rendidas

IED) (miles)

menos de 20,000 457.5 565.7 1,023.2

20,000 a 30,000 88.7 84.9 173.6

30,000 a 50,000 55.3 33.2 88.5

50,000 o0 mas 20.1 15.2 35.3
Total 621.6 699.0 1,320.6

Fuente: Reforma Contributiva en Puerto Rico 1994. Estudio Técnico. Editorial UPR.

Tabla 1. Desglose de contribuyentes en Puerto Rico en el afio 1991

Pregunta

El Secretario de Hacienda selecciona una planilla al azar.¢Cudl es la probabilidad de que la planilla

haya sido sometida en forma conjunta si el nivel de ingreso en ella era menor de $20,000? ¢Cuél es la
probabilidad de que el nivel de ingreso en ella era menor de $20,000 si la la planilla fue sometida en

forma conjunta?

Para la primera pregunta, nos interesa conocer |a probabilidad de que la planilla haya sido sometida en
forma conjunta s € nivel de ingreso que reflgja es menor de $20,000. Examinamos la primerafilade la
Tabla 1. Vemos que de todas las planillas, 1,023,000 reflgjan un ingreso menor de $20,000. De esas
457,500 fueron sometidas en forma conjunta, asi |a probabilidad deseada es: 475.5/1,023.0 = .46.

Para contestar |a segunda pregunta es necesario comenzar examinando la columna correspondiente alas
planillas que se sometieron en forma conjunta. El total que seindica a final de esa columna seré nuestra
base de comparacion. Se sometieron 621,600 planillas conjuntas de las cuales 457,500 corresponden a
planillas que ademés indicaron un ingreso menor de $20,000. Por lo tanto |a probabilidad buscada es
475.5/621.6 = .76.

Si usamos | os resultados obtenidos para describir la poblacion de planillas recibidas, vemos que de las
planillas que reflgjaron un ingreso menor de $20,000, € 46% correspondian a planillas sometidas en
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forma conjunta. En el otro caso, de todas las planillas sometidas en forma conjunta, el 76% corresponde
aplanillas que reflgjan un ingreso menor de $20,000. Estos dos porcentajes no son o mismo ni
significan lo mismo, reflegjan bases de comparacion distintas, 10 que exige seamos muy cuidadosos en
nuestro andlisis.

Cuando tenemos una tabla con datos es muy féacil calcular estas probabilidades condicionales. Aungue
en la préactica no usariamos el método de andlisis que nos ofrece la regla de Bayes para andlizar estas
situaciones, procedemos a hacerlo parailustrar su desarrollo. El fin que perseguimos es de presentar €l
andlisis en una forma analoga a los problemas anteriores para de ahi obtener la regla deseada.

Denotemos por C e evento de que la planilla se somete en forma conjunta, por S el evento de que la
planilla se somete por separado y por | € ingreso reflgjado en la planilla.Usando probabilidad
condicional podemos escribir asi:

P(CC{1<$20,000}) _ P(CC{1<$20,000})
P({1<$20,000})  P{ CC{1<$20,000}} E{SG{I<$20,000}})

_ P( CC{1<%$20,000})

~ P(CC{1<$20,000}) + P(SC{ | <$20,000})’

P(C |1 <$20,000) =

Podemos usar nuevamente la definicion de probabilidad condicional para reescribir e denominador:
P(CC{1< $20,000}) = P(I< $20,000 | C) P(C) y P(SC{I< $20,000}) = P(I<$20,000 | S) P(S). Asi
escribimos

P(C |1 <$20,000) = P(l <$20,000|C)P(C)

(1 <$20,000| C)P(C) + P( 1 <$20,000 | S)P(S)

Pregunta
Representa estos datos usando un diagrama de Venn.

Obviamente si |o Unico que nos interesa es contestar |as preguntas que nos hicimos en cada uno de los
gjemplos, no hubiéramos procedido a desarrollar estas ideas. De hecho, en el ggemplo de las planillas de
contribucion y en € de las canicas era mucho mas facil y directo resolverlos sin hacer alusion a esta
metodologia mas formal. En situaciones précticas no lo hariamos. Sin embargo, para el descubrimiento
y desarrollo de resultados generales en las mateméticas es necesario pasar por este proceso que nos
ayuda a identificar los elementos importantes del problema.

Debemos calcular una probabilidad condicional cuyo valor no se puede obtener directamente de los
datos. A través de la definicion, expresamos esa probabilidad condicional en términos de otros eventos
cuyas probabilidades si conocemos 0 podemos calcular. Finalmente, descomponemos el evento deseado,
sin condicién alguna, en la unién de eventos disyuntos cuyas probabilidades conocemosy calculamos la
probabilidad buscada. Antes de continuar debemos formalizar el resultado que nos facilita el cdlculo de
la probabilidad del evento descompuesto en partes disyuntas.
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Teorema 1 (Férmula de la probabilidad total)

Sea S un espacio muestral, P una medida de probabilidad en
SyBuneventoenS. SeaAj, Ay, ..., Apunaparticion de S,

es decir, eventos disyuntostal que S = U A , entonces
i=1

P(B)= & P(A)P(B | A).

i=1
Prueba.
Podemos escribir, usando el hecho de que A1, A, ..., An €S
unaparticion de S, tenemos que —

B=BCS=BC (UAi )= U(B C A) . Usamos e hecho Figura 5 Particion del evento B
i=1 i=1

de que cada uno de los eventos BCA,, i =1, ..., n son disyuntos y la definicion de probabilidad
condicional paracalcular la probabilidad de B:

n

P®)= P(UEBC A) =4 P(BC A) =4 P(AP(B | A).

i=1 i=1

En lafigura de arriba vemos la particion de B. En este ggemplo, cadatérmino BC Aii=1,2, 3,4,5,6
corresponde a cada uno de los "pedacitos’ en que dividimos a B. vemos en la figura que la interseccion
de Ascon el evento B esvacia, por lo cual P(B C Ag) = 0. Para calcular la probabilidad de cada
pedacito, usamos la definicion de probabilidad condicional, asi P(B C A)=P(B | A)P(A), i =1, 2, 3, 4,
5, 6.

Imaginemos que lafigura 5 representa un tablero de dardos y que la probabilidad de caer en
determiando region del tablero esigual asu area. Tiramos €l dardo y sabemos que cay0 en laregion
marcada por B, entonces, ¢cudl esla probabilidad de que haya caido en A,? Para contestar esta pregunta
necesitamos laregla de Bayes.

Teorema 2 (Regla de Bayes)

Sea S un espacio muestral, P una medida de probabilidad en Sy B uneventoen S. Sea A1, Ay, ..., An
una particion de S, entoncesparacadai = 1, 2, 3, ..., n tenemos

P(A)P(B
P(h 1) = PAPEIA)
a P(A)P(B|A)
j=1
Prueba.
Dela definicion de probabilidad condicional tenemos P(A | B) = PBCA) . Paracalcular €

P(B)
numerador usamos la defincion de nuevo y obtenemos P(B C A) = P(B | A)P(A). El denominador se
obtiene aplicando la Formula de probabilidad total, asi obtenemos el resultado deseado.
p(a |B)= PBSA) _P(AP(BIA) _ P(A)P(B|A)

P(B) P(B) & p(a)PBIA)

j=1
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Pregunta
Expresa los problemas presentados en los ejemplos 1,2, 3y 4 en términos de la regla de Bayes. Indica a
qué corresponden la particion y el evento B.

Problemas y ejercicios
1. Unafé&bricatiene tres maguinas para producir bombillas. La méguina A produce el 35% del total de
bombillas, |la maguina B produce € 50% y la méaquina C produce €l 15% de las bombillas. Sin
embargo, las méaquinas no son perfectas, lamaguina A dafia e 10% de las bombillas que produce. La
maguina B dafia el 5% y la maquina C dafia el 20%.
a. Representa estos datos en un diagrama de arbol.
b. Lafébrica produce 10,000 bombillas sin defectos en un dia. ¢Cuantas de éstas corresponden
alaméaquina A? ;Cuantas dafia en un dia?
c. S seleccionamos una bombilla de la maquina C, ¢cud esla probabilidad de que esté
defectuosa?
d. Luego de fabricadas, pero antes de probarlas, las bombillas se colocan juntas en un salon. S
se selecciona una bombilla al azar, ¢cud es la probabilidad de que esté defectuosa?
e. S se comprueba que una bombilla esta defectuosa, ¢cudl esla probabilidad de que provenga
de laméquina B?

2. Una muestra de 400 adultos varones con angina de pecho son clasificados por peso y estatura como
sigue:

Peso (libras)

Edad (afos) 130-149 150-169 170-189 190 0 més
30-39 10 20 20 40
40-49 10 15 50 70
50-59 5 15 50 40
60-69 5 10 15 25

Un individuo se selecciona al azar de entre los 400 participantes. Encuentra la probabilidad de que:
tiene entre 40-49 afios de edad

esta en € intervalo de 40-49 afios y pesa 170-189 libras

estd en € intervalo 40-49 afios 6 entre 60-69 afios

estaen € intervalo 30-39 o 50-59 afios y pesa 150-169 libras

pesa menos de 170 libras

pesa menos de 190 librasy es mayor de 49 afios

pesa menos de 170 libras dado que es menor de 50 afios

¢Son los eventos { tiene 60-69 afos} , { pesa 130-149 libras} independientes? Explica.
¢Son los eventos {tiene 50-59 anos} |, { pesa 130-149 libras} mutuamente excluyentes?
Explica

mT@ThoRo o

3. Un estudio neurol égico sobre larelacién entre la presion sanguinea altay la incidencia de derrame
cerebral encontré que:
a. parapersonas mayores de 70 afios, e 10% tendra un derrame dentro de los proximos cinco
anos
b. de todos los pacientes de 70 afios 0 mas que han tenido un derrame, € 40% tenia presion ata
C. parapersonas de 70 afios 0 mas que no ha sufrido de derrame, € 20% tiene presion ata.
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Un paciente de 74 afios visita a su médico y éste le encuentra con la presion alta. ¢Cual esla
probabilidad de que sufra un derrame cerebral en los proximos cinco afios?
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